Uitwerkingen Hoofdstuk 25 deel vwoB1,2 6
Meetkundige plaatsen.

1 PuntF(0, 1) endelijn:y=-1

a. Voor de oorspron@ geldt: d(O, F)=d(Q, )=1

ben c.
dﬁ/:\d_ﬁ

lijn v = 2 heeft
\ afgtand 3 tot
d=3 2 d=3 lijn y = -1

—%‘net m.p

F en straal 3

c.  Waarschijnlijk liggen de gevraagde punten oppeeabool.

d. Alsgeldt:P(x,y)danisd(P,))=y+ 1

e. De afstand vaR(x , y)tot F(0 , 1) is volgens Pyth.\',/(x—O)2 +(y—-1y

f.  d(P,)=d(P,F) = y+1=X+(y-1f = y+2wl= X+ y- 2y 1<
4y=x o yzix2

g. Ditisinderdaad de vergelijking van een par&boo



S5a.

Stel het snijpunt van de twee parabolen dietaaszijn isP dan geldt:

d(P,A=d(PR .
(P A= d I)}:d(P,A):d(P, B = puntP ligt dus ook op de m.l.I. vaAB.

d(P,B)=d(R )

k
Zie de figuur.
P op m.lLI. mvarFV = PF= PV o AP
kiseenloodljinog=d P, ¥ PV, =>dPF¥df] F
PF=d(P, F)

De totale conflictlijn van punt A
en de lijnen enk zijn delen van
parabolen met enl als richtlijnen
en punt A als brandpunt en ook
twee stukkenvande 0 o _________. middenparallel
middenparallel vak

parabool

enl. parabool

parabool



3
De conflictlijin vanG enA bestaat uit een deel van de parabool met brandpentrichtlijn|
en de parabool met brandpuxen richtlijnk.

b.  Eris een knik bij punt P. Daarvoor geldt:
d(P,)=d(P, A

= d(P,1)=d(P, k= Pop de deellijn van hoek
d(P,k=d(P A

6abcd

De cirkels hebben hetzelfde middelpunt met strdlen 5 . De afstand van de binnenste tot
de buitenste cirkels is dus 1.

b.  Een kleine cirkel met m.p. en straal 1 laten snijden met de cirkel met s#galie dus een
afstand 1 heeft tot de buitenste cirkel.

c.  Steeds cirkels met verschillende stralen latgden met de cirkels die dezelfde afstand
hebben tot de buitenste cirkel.

7.  Een cirkel met middelpuiM en straal is de verzameling van punt€rwaarvoor geldt:
d(P,M)=r



8a.

a.

8b.

10a.

A
h C lD E \G
2 W, Vs, v,

De gevraagde verzameling van de middens igrdie dioor al die middens. Deze lijn loopt
evenwijdig met lijnl.

Het is geen meetkundige plaats want de purgbhdn geen gelijke afstanden tot pAinén
tot lijn I.

Dat is niet correct , want het middewanFV tot de ‘ Q
cirkel is niet gelijk aan de afstand tot de cirkgkeen

loodrechte stand).

Gegeven is de cirkel met mypen straat .

PuntF ligt binnen de cirkel en voor puRt geldt :
d(P,F)=d(P 9

Te bewijzen:d(P,M)+d(P, F)=r

Bewijs: Noem het snijpunt vaviP met cirkel ¢
IS puntV. =

d(V,P)+d(PR M)=d M, V)= r}:
d(P,V)=d(R 9= d R B( gey
=d(P,F)+d(P, M)=r

Nu is gegeven :
d(P,M)+d(P, F=r

Te bew.d(P, F)= d(P. 9

Bewijs:
Zie de rechtse figuuMP snijdt de cirkel inP. 2

d(P,M)+d(P, F)= r}:dP, Fy= d(P.V)

d(M,P)+d(P. V)= r
dP,V)=d(P F)

d(P.V) = d(P o}jd(P' F)=dRo9



11.

12.

Neem een pur¥ op c. Teken vervolgens
het lijnstukFV.

Teken ookMV. Teken verder de

m.L.l. vanFV. Nu deze m.LI. snijden met
MV. Dan geldt dat het snijpuRteen punt

is van de conflictlijn. Door deze
constructie nog een aantal keren te
herhalen ontstaat de totale conflictlijn. Dat
is de ellips met brandpuntéh enF.

Zie de rechtse figuur. Daar zie je dat het
conflictpuntP op de bekende manier

geconstrueerd is. Door nu deze constructie te
spiegelen in de lijn dodf, enF, ontstaat een
tweede conflictpun®’. Uit de spiegeling volgt
verder dat(P,¢) =d(P’,c) = puntP’is dus ook
een conflictpunt = de lijn F,F, is dus )
symmetrieas van de ellips.

Gegeven een ellips met brandpunten
F, en F,

Te bew. De m.lI. vahk,F, is tevens
symmetrieas van de ellips.

Bewijs: Kies punP op de ellips en spiegel
dit puntin de m.LI. vafrF, = P'. =
d(P,F)+d(P, )= r(ellipg
d(P',F)=d(P, E)(spiegelen; =
d(P', F,)=d(P, F)(spiegele

d(P,E)+d(P, E)=r= ookP’ ligt

op de ellips met brandpuntépenF, . =
de m.lL.I. varF,F, is symmetrieas van de ellips.



12c. Gegeven : Voor alle punt@rop
de ellips geldt:

PF, + PF, =5 = de straal van de i

richtcirkel is dus ook 5.

FiF,=4

Ook voor puntC op de ellips geldt
CR+CF,=5=CF, =25 I

A Fy H F, B
Verder geldFH=0,5.4=2
Nu geldt inA F,HC: Pyth.—
2,5 =4+CH’=>CH=1t>
O

Ch=3

PuntA ligt op de ellips= |

AF, + AF, =5

AF, = AE+ FF,l = 2. AR+4=5- AF=0,E=AB=2AF, +FF,=1+4=5
AF, =4

13ab.

De conflictlijn van F binnen de cirkel is de elligfls we F gaan verschuiven tot buiten de

cirkel dan krijgen we geen conflictlijn. Er is nalijflegeen snijpunt tussen de m.L.I. van FV en
MV. Zie de tweede figuur.

14a. Gegeven : Cirkel met mM. en straal en

d(P,F) = d(P,0) P
Te bewd(P,M) —d(P,F) =r ,
sewiis: 4(P F)= d(P 9= PF= PV
SIS 4P, M)=d(P, P = PV+ VM- PH )
=
d(P,M)-d(P, F)= MV+ PV- P\V= M\& | :



d(P,M)-d(P, F)= r= d(P, M)= r+ d(P, F)}:d(P Fy=d(P. 9

d(P,M)=PV+VM= P g+ r

15.

Voor een hyperbool geldt: 8F) =d(P,c) en PF, —PF, =r.

Kies een willekeurig pur® op de hyperbool. TekdPF, enPF,. Er geldt:PF, —PF, =r.
Daarom hebben we de straal nodig deby af te trekken vaRF,. Dit bereiken we door
vanuitP de lengtePF, om te cirkelen . Zo krijgen we pu@t opPF,. De straal van de
richtcirkel met middelpunk, is dusF,C’ . De tweede richtcirkel heeft het middelp&aen
dezelfde straal.

16.
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MV O FV(gegeven raaklij

_ . ):> MV // m = MV heeft geen snijpunt met.
m [0 VF( middelloodlijr)

De andere asymptoot krijgen we door de situaiieenMF te spiegelen in lijMF.

De twee symmetrieassen Ziji- en de m.l.I. vamMF.

s
a syfmi]tu ot

De asymptoot wordt verkregen door de raaklijn @awirkel te tekenen . Dit geeft pumt=
De asymptoot is de m.1.l. vakiW. De andere asymptoot krijg je door te spiegeleteitijn

AM.
Met de basisconstructie, zoals te zien bij pirkunnen we een aantal punten van de

hyperbool construeren.



18.

Bekijk eerst de hulpfiguur.

We zien vanuit brandpunt F een raaklijn

loodrecht op de straal van de cirkel.

Vervolgens is de m.l.l. van VF de

asymptoot van de hyperbool. v

1 asymptoot hyp. 1

“nltil hyp 1

F1
brandpunt
FLAES
L 1 .
o
,' J| \‘
"" r ™
Ml ?tup hyp 2™~
"' lII \‘
ot
F2 N
brandpunt -

o asymptoot hyp 1

Nu moeten we andersom redeneren.

De asymptoot is de m.l.l. vAh met het brandpunt . We moeten dus eerspiegelen in de
asymptoot . Zo krijgen we het brandpiat Ga nuF; met M verbinden. Hier komt de top op
te liggen. Aangezien de asymptoten gespiegeld.nija. de lijnMF, , moeten we dus de
tweede asymptoot verkrijgen door te spiegeleMiin = de tweede asymptoot van hyp. 1.
(Zie in de figuur de dikgedrukte halve lijnen)

Op dezelfde manier kunnen we vanujtwerken om de dikgestippelde asymptoten en het
brandpunt Fte verkrijgen.
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a. Bijeen ellips gaat deze regel op. We krijgem: die meetkundige plaats van de purRemet
d(P,F) = d(P,c) valt geheel samen met de ellips met brandpuem richtcirkelc.

b.  Bij een hyperbool geldt deze regel niet. Wegenj namelijk: de meetkundige plaats van de

puntenP metd(P,F) =d(P,c) valt voor 1 tak samen met de hyperbool met brantimF en
M ,waarbijM het m.p. is van de richtcirkel

20a.

a. De punter; enP, hebben een afstand 1 tot de gegeven cirkel dijntdt

b. De punter®; enP, hebben een afstand 2 tot de gegeven cirkel dijntdt
De punterPs; enPg hebben een afstand 3 tot de gegeven cirkel dijntdt

C. De conflictlijn is waarschijnlijk een parabool.

21a. Gegeven de cirkedgmet m.pM; en straal, enc, met m.pM, en straaf,. De cirkels
hebben geen snijpunt en liggen niet binnen elkaar.

Te bew. De conflictlijn vae, enc, is een tak
van een hyperbool.

cl

Bew. Teken een pummetd(P,d)=d(P, @)
en teken ook de cirkel c3 met het middelpunt M
en straal, —r,.. =

d(P, )= d(P, M)- ¢ N
d(P,c2)= d(P, M)~ 5t = N
d(P, )= d(P, @) v

d(P,M,)-r=d(P,M,)- 1, =



11
d(P,My =d(P,M,) +r; —r, =d(P,M,) — (r.—r,) =d (P,c3)= P ligt op de hyperbooltak met
richtcirkel c3 en brandpuni,.

We passen de basisconstructie toe op brandyuen richtcirkelc3. Dit is dan de conflictlijn
vanclenc2

22a. Gegeven de cirkel met m.pM; en straal, en cirkelc2 met m.p.M, en straal, zodanig
dat cirkelc2 helemaal binnen cirkell ligt.

Te bew. De conflictlijn vaiel enc2is een ellips.

Bewijs: Zie de figuur. Teken puRt metd(P, c)= d(P, @) Net zoals in de vorige opdracht

gaan we weer een hulpcirkel maken . In dit gevetetc3 met m. pc3en straaf;, +r,. =
d(P,G) = - d(P, M)

d(P,¢)=d(BRM)-,= d B M)-t=r-dRPRM)= dR M)= t+ - R M)=
d(P,g)=d(P g)

d(P,M,)=d(P, g) = P ligt op de ellips met richtcirkek en brandpuni,



22b.

ellips = conflictlijn




23a.

conflictlijn

rl=r2 r2=rl

M1 M2

c?

cl

De conflictlijn van ¢ en ¢ is de m.LI. varM;M..

Geg. 2 cirkels cen ¢ met gelijke straal en middelpuntbh enM,. De cirkels hebben geen
shijpunten en zijn niet concentrisch.

Te bew. de conflictlijn van,@n ¢ is de m.L1. varM;M..

Bewijs: Teken het pur® waarvoor geldtd(P,g) = d( B, ¢) Zie de figuur=
d(P,M,)=d(P, )+ ¢
d(P,M,)=d(P,g)+ 1,
d(P, M,) = d(P, M,)

rn=r,

=d(P,M,)=d(P, M,) = puntP ligt op de m.l.I. varM;M..

b.  Gegeven twee concentrische cirkels met m.p.
M, =M, enr,>r,

te bew. de conflictlijn is de cirkel met mM; en
straal 5 (r, +r,)
Bewijs: Teken een pu metd(P,¢g)=d(P, ¢)
d(P,q)=d(P M)-
= d(P,g)=p-d(P M) =
d(P,g)=d(R ¢)
d(p M)-r=r,-d(P,M)) = 2.d(P,M))= r+r,
< d(P, M,)=%(r,+r,) = de conlflictlijn is de
cirkel met m.pM; en straak (r, +r,)

13
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14

Voor alle punten in het tussengebied van de 2Igr&n het gebied buiten de 2 cirkels is de
conflictlijn de m.LI. van het lijnstuk gelegen de verbindingslijn vam;M, tussen de 2
cirkels.

Voor de punten binnen en buiten ¢ geldt:
Noem P een punt van de conflictlijn varea ¢ =
d(P,g)=d(R ¢)

d(P,G) = - d(P, M)

d(P,¢)=d(R M)~ ¢
nh=r,=r

gevraagde conflictlijn is een ellips en die verdein we dus door de cirkel e nemen met
m.p.M, en straal 2en neem punl, als brandpunt. Pas hier de “bekende construdtie dtm

de gevraagde conflictlijn te construeren. Zie dedir hierboven. Voor de punten binngren
buiten ¢ passen we hetzelfde systeem toe.

—r1-d(P,M,)=d(P,M,)-r = d(P, M)+ d(P. M,)=2r= de

Voor de punten binnen en buiten ¢ geldt:
NoemP een punt van de conflictlijn van en ¢ =

d(P,G)=d(F ¢)
d(P,q)=f—-d(P M)
d(P.¢)=d(R M,)- ¢

rn=r,

=n-d(P,M)=d(P,M,)-r1, = d(P, M)+ d(F M,)= £+,
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Dit geeft dus een ellips met brandpihiten richtcirkel gmet m.pM; en straaft; +r..
Voor de punten binnen en buiten cgeldt op dezelfde manier :

d(P,M,)+d(P, M,)=r+r, Ditis dus voor die punten een ellips met bramdeaM, enM..

Voor de punten binnen beide cirkels geldt:
StelP is een punt van de conflictlijn dan geldt:

d(P,g)=d(P ¢)
d(P,q)= - d(P M)
d(P,¢)=p-d(P, M)
rn=r,

:rl_d(P’Ml): rz_d(P' Mz) = d(P! Ml)_ d(P’ Mz): =L

Voor de punten buiten beide cirkels geldt min @emhetzelfde systeem dan krijgen we :
d(P,M,)-d(P, M,)= r—r, Dit geeft dus een tak van een hyperbool met lantM, en
richtcirkel de cirkel met m.gV; en straaf; —r..

De conflictlijn van G en G is een parabool met brandpihten richtlijnk , waar bijk ligt op
een afstand van lijn|.

De conflictlijn van punfA tot G, is ook een parabool. Deze heeft brandpguan richtlijnl.
De conflictlijn van pun® en G is een hyperbooltak met richtcirkel de rand vabigg G en
brandpuntA.



26.

27.

16

hyperbooltak

parabool

G2

Zie de figuur op blz. 155 van het boek.

We tekenen de cirkel met m.B.die door punf gaat. Nu geldt:
d(B,G)=d(B¢)= d B A O}

d(B, A = d( B &) want B ligt op de parab
= de cirkel raakt aan G2, G1 en gaat door A.

|:> de afstanden zijn dus gelijk met strBal
0

C is het rechtse snijpunt van de hyperbool epadabool waarvoor geldt C is het m.p. van
een cirkel die G2 raakt

d(C, G2)= d(C, A want C ligt op de parabool
d(C,G2) = d(C, Gl) want C ligt ook op de hypertd
G1, G2 en naak = De cirkel met m.pC raakt G1 , G2 en gaat ook ddar

}( = C heeft dus gelijke afstanden naar

hyperbooltak

0%

parabool

o2 parabool

G3 r G3 G3 ,
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De conflictlijn van G1 en lijmm is de parabool met brandpuwit en richtlijnk.

De conflictlijin van G2 em is de parabool met brandpuwit en richtlijnl.

De conflictlijn van G1 en G2 is de hyperbool medrmpunt\V, en richtcirkel ¢ met
middelpuntM, en straat; =r,—r;

28ab.

deellijn

G2 G2

De conflictlijn van de linkerkant van G1 en GZ2&n deel van de deellijn uit hoBk

De conflictlijn van pun®A en G2 is een deel van de parabool met brandpuen richtlijnm.
De conflictlijn van de onderkant van G1 en G2 is deel van de deellijn uit ho&k

De conflictlijn van punB en G2 is een deel van de parabool met brandpentrichtlijnm.
De conflictlijn van de rechterkant van G1 en G2es deel van de deellijn uit hoEk

29.

deellijn

G1

middenparallel

G2 G2
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31.

18

De conflictlijn vanAC en G2 is een deel van de deellijn uit h@ek

De conflictlijn vanA en G2 is een deel van de parabool met brandpentrichtlijn DE.
De conflictlijin vanAB en G2 is de middenparalléH.

De conflictlijn vanB en G2 is een deel van de parabool met brandpentrichtlijn DE.
De conflictlijn vanBC en G2 is een deel van de deellijn uit h&ek

hyperbooltak hyperbooltak

Gegeven de rechthoek G2 en de cirkel ¢ zodatrilel caakt aan de stippellijnénenm.

De conflictlijn van pun® en de cirkel c is een hyperbooltak met brandpuen richtcirkel c.
De conflictlijn vanAB en G2 is een deel van de parabool met brandywent richtlijnstukCD
, waarbijCD op een afstandligt vanAB.

De conflictlijn van punB en de cirkel ¢ is een hyperbooltak met brandjBuer richtcirkel c.

Zie de figuur hieronder:
Gegeven het put en het gebied Ggevormd door de cirkel c1 met my; en straaf, en het
gebied G, dat is het buitengebied van cirkehtet m.p.M, en straat..

De conflictlijn van pun® en gebied G1 is een deel van de hyperbooltak raedpuntA en

richtcirkel G.

De conflictlijn vanA en gebied G2 is een deel van de ellips met brartdjoan richtcirkel ¢
De conflictlijn van G1 en G2 is een ellips metripuntM, en richtcirkel ¢, waarbij ¢ m.p.
M, heeft en straak =r, +r,.



32.

Gegeven zijn de
puntenA enB en het
gebied G.

De conflictlijn van
cirkel c en punAis
een deel van de ellips
met brandpuné en
richtcirkel c.

De conflictlijn van
cirkel c en punBis
een deel van de ellips
met brandpunB en
richtcirkel c.

De conflictlijn vanA
enB is een deel van de
middelloodlijn van het
lijnstuk AB.

middelloodlijn

ellips

19
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34a.

20

hyperhooltab‘

paraboo

parabool

G2 G2 G2 LU

Zie de figuur: Gegeven de puntarenB die recht boven elkaar liggen. Piwhtvan de cirkel
G, ligt tussemA enB in. Verder hebben we de grenslinvan het gebied G

De conflictlin van G en G is een deel van de parabool met brandpuen richtlijn de lijn
k op afstand van lijnm.

De conflictlijn van pun®A en G is een deel van de hyperbooltak met brandpuert
richtcirkel c.

De conflictlijn van punB en G is een deel van de hyperbooltak met brandBusrt
richtcirkel c.

De conflictlijn van de punteA enB is een deel van de middelloodlijn van het lijnsfik
De conflictlijn van punB en G is een deel van de parabool met brandpBuen richtlijnm.
De conflictlijn van pun®A en G is een deel van de parabool met brandpguen richtlijnm.

Zie figuur

Vermoeden: De middelloodlijn is parabool
tevens raaklijn aan de parabool

Vermoeden: Ook bij een ellips iS  middelioodiijn
de middelloodlijn raaklijn aan de  pre2/cn fen
ellips. F
Bij de hyperbool is de m.L.I.

waarschijnlijk ook een raaklijn aan

de hyperbool.
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36
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Gegeven een parabool met
brandpunf en richtlijnl.
Verder ligt puntP op de
parabool en pur® op de
m.L.l. vanVF.

parabool

Te bew.

(Q.1)<d(Q F)

Bewijs:

d(Q, ) <d(Q,V) (afstand van punt tot lijn is kortste verthimgsstuk

d(Q F)=d(Q V) (Q op de middelloodlijn) }3 d(QN<d(QF=

Bij bool geldt dat afstand tot = afstarné
4 ©Eh parabos’ ge ot alstandlo ams }: Q ligt dus buiten de parabool.

Uit a volgt:d @Q,1)<d Q,F)

Gegeven is d& op de
parabool ligt met ]
brandpunf en richtlijn ]

parabool
. 2

Te bew. A\ 3
0P, = 0P,

UR = UPR,(overstaande hoeken)
Bewijs: UP, = OPR,(door de parabooldefinitie &8 PFV gelijkbenig> OR, =R
en is de m.Ll. door P tevens deellijn var,, )
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36b. Zie de figuur hier onder. In dezelfde tekerteigenen we de lijn dod? O raaklijn inP. De
hoeken passen we even aan. De hoek van invallisPyen de hoek van reflectie isP; .
De loodlijn op de raaklijn is bissectrice vanP..

parabool

37.

o o e e e e e e e e e e e e e e

I
I
I
I
1
by
I
I
I
&
I
I
I
I
I
I

Teken eerst een lijn doédr// de as die door de tdpgaat Teken dan de loodlijn iA op de
raaklijnl. Gebruik de eigenschap hoek van inval is hoekrgflactie. Het snijpunt met de as
is nu dus brandpuiit. SpiegelF nu inT = puntB. Teken nu de richtlijm doorB [I de as.
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39.
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Zie onderstaande figuur.
Gegeven purA gelegen op de parabaalLijn r is de raaklijn aap in A. Brandpunt ig-.

VerbindFA . Spiegel nu pur in de raak lijrr . Dit geeft pun¥. Dit kan , aangezien raaklijn
r m.Ll is vanFV. (vergelijk dit met de basisconstructie van b&9)1

De lijn AVis evenwijdig met de symmetrieas van de parabool.

V is een punt van de richtlijn
loodrecht opAV. Teken ook de
symmetrieas evenwijdig a&V
en door het purf. Dit geeft het
puntB op de richtlijn. De to@
is nu het midden vaBF.

richtlijn m

Gegeven purt van de parabogd. Lijn r is raaklijn aarp in A. Lijn | is de richtlijn van de
paraboobp.

Teken eerst de lijn dodk
loodrecht op de richtlijh

Net als in de vorige opdracht
is de raaklijn inA ook m.L.I. .
Spiegel pun¥ inr . Dit geeft
puntF. De loodlijn doorA en
V is evenwijdig met de
symmetrieas. Teken dus de -
symmetrieas dooF. Dit geeft
puntB.

De topT is nu het midden van
BF.

richtlijn |




40.
a. Zie de getekende figuur.

b.  Gegeven parabool p , brandpEnt raaklijnPB in P aan parabog . T is de topAP [
symm. ag.

Te bew. vierhoeBVPFis een ruit.

BV = BF(raaklijn in P is ook m.Ll. vatvF )

Bewijs: PV = PF( paraboo) =
VC=FC(mll)
OFCB=0VCP=90 (mll) — AVCPIA FCR zhj> P¥ FB

OCPV =1 CBH z hoeken want PV//3)

FP = PV = BF = BV= vierhoekBVPFis dus een ruit.

24
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42a.

Te bew. AT=BT

Bewijs:
APOs
= AP//WV _
| Os = WVPAis een p.g.m.
AW/l PV
AW = PV
. = AW = BF
= BF =PV(zie g =
WT=FT

AW-WT = BF-FT= AT=BT

Gegeven parabopl, brandpunt ,

25

golffront AB met voor ieder punt
dezelfde snelheid.
Te bew AP,F = BP,F

Bewijs:

RF=RQ(par)= ARF= APQ
RF=RQ(par)= BRF= BRQ =
ARQ = BB Q( evenwijdigheid

P1

APF = BP,F

De toevoerwegen voor het signaal zijn
even lang , daardoor komen de signalen
gelijktijdig in puntF. Bij geen

as

Fjpz

gelijktijdige aankomst in purft is er dus
geen goede ontvangst.

Het licht vertrekt vanuit puftvia de
lampenwand en verlaat via een

evenwijdige bundel de fietslamp. , \

a1

as

[/

Qz
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43. Gegeven een ellips met
brandpunter; enF,
Verder de raaklijn in pur®

b.  Zie de figuur: In deze figuur is weer gebrudntpakt van de constructie van een ellips m.b.v.
een brandpurf; en een richtcirkel c. De constructie gaat m.bet.guntV op ¢ enz.
Neem verder het pu op de raaklijn , maar niet in puRt Nu geldt:

QF, = QV(middelloodlijn)
i = QR< QF, = punt
QR<QV (afstand van Q tot cirkel < afstand van Qatadler punt op ¢)

Q ligt volgens de definitie van een ellips buitenedlips e.

Nu te bew. hoek van inval = hoek van reflectied P, =0 P,



44,

45,
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Bewijs: PuntM is het midden van lijnstu¥F,. =
PM = PM
OPMF, = OPMV(90')
MV = MF, (middelloodlijn)
de hoek van inval = hoek van reflectie.

AMVP UOAMF,P(zhz)=0OR=0R
P(zhz)=> DR 4}:@3:5%:

0P, = OP,(overstaande hoeken)

Zie onderstaande figuur:

Gegeven de raaklijnen enr, en de raakpuntefs enB van de ellipe. Verder nog het
brandpunf..

Verbind het brandpuri; met de punteA enB en maak gebruik van de eigenschap van een
ellips dat de hoek van inval gelijk is aan de heek reflectie. Zo ontstaan twee lijnen die
elkaar moeten snijden in het tweede brandpuntomdat de aanvoerlijnen afkomstig zijn uit
brandpunt..

Gegeven de gelijkbenige
driehoekABCen[d] ACB
=90°

De ellips raakt de zijden
ACenBCin de punterP
enQ.

De brandpuntef; enF, P .3 Q
liggen opAB. 7 N

Te bew.0 PF,Q = 90° B H M F2 /D
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Bewijs:

46a.

46b.

Teken de verbindingslijnstukken v&enQ metF, en met~,. Trek CM waarbijM het
midden is varAB. We krijgen nu een symmetrische figuur, waarbikdge as samenvalt met
de lijn CM. Nu geldt:

0P, = OR(raaklijnen aan ellips)
0Q, = 0Q(raaklijnen aan ellips)
OPR, = 0Q,(symmetrische figuur)
0P, =180 (gestrekte hoek)
UOPFC+0C=180 (koordenvierhoe
Oc =90

= 0OR,+0R +0Q, =180 = vierhoekPF,QC s een

koordenvierhoek=

}):» OPF,C =90

Gegeven een ellips met
brandpunter; enF,. PuntP is een
punt op de ellips met de
bijbehorende raaklijm.

Bewijs:

TekenPF, enPF, =

00 P, = OP; (raaklijneigenschapy
een lichtstraal die begint in pulRt
wordt “gespiegeld “ in de ellips en
wordt weerkaatst naar het pumt

F1
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46c¢. Zie de figuur bij onderdeel 46hl1 (AP,raaklijn) is groter danl (F,P,raaklijn) . Nu wordt

47.

alles “gespiegeld “ in de ellips. We krijgen ddn (BP.raaklijn) is dus ook weer groter dan
O(F.P.raaklijn) . Dit betekent dat liji?,B ook tussen de brandpuntenenF, zal gaan. Dit
principe geldt steeds voor alle punten .

Nu geldt datl(APsraaklijn) is kleiner dam] (F,Psraaklijn). Nu wordt alles “gespiegeld “ in
de ellips. Dan geldt dudi(DPsraaklijn) is kleiner danl (F,Psraaklijn). Dit betekent dat alle
punten waarvoor geldt dat de lijnen buiten de bpantenF, enF, worden getekend de
weerkaatsingslijnen ook buitén enF, blijven.

Gegeven de hyperbool met brandpuiiteenF, en de richtcirket. PuntP ligt op de
hyperbool , terwijl punV op de cirkek ligt.
PuntQ nemen weer op de m.lI. vafk, , waarbijP niet gelijk is aan pur®.

Te bew. 1) Pur ligt buiten de hyperbool 2)P, = 0P; dus
er moet gelden: hoek van inval bij puhis gelijk aan de reflectiehoek in punt
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We gaan weer hetzelfde principe toepassen atkelpgrabool en bij de ellips.

QV = QF(Qop de m.LL) . .
. . . = QR< QF = Q ligt buiten de hyperbool.
QR<QV(afstand tot cirkel is kleiner dan QV)

We hebben het midden vaifr, M genoemd. Dan geldt:

MV = MF,
OR, =0P4
OPMV = OPMF, =90 (mlL) = APMVOA PME ( zh)=
BM = BM UR = UP,(overstaande hoeke

= 0P, = 0OP; = de hoek van inval = de reflectiehoek.

hyperbool

raaklijn

F2

Als we kijken naar purf® op de hyperbool dan weten we dat op grond vagdwindene bij
opgave 47 geldt daiP, = 0P, . Het is duidelijk dat dan een lijn afkomstig puntF, bij een

ellips afbuigt naar purk, toe en bij een hyperbool terugkaatst in génn de richting van
F.P. Pas dit principe toe bij de andere drie lijnen.
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De raaklijnen zijn getekend in de tdpen puntQ. PuntF; kunnen we spiegelen t.o.v. de
symmetrieas. Zo vinden we brandp&nt Ook spiegelen we de tdp en krijgen dan de
tweede topl,. Door nu brandpurf, te spiegelen in de top krijgen we het pun®.

De cirkel met middelpuri, en straaF,P is nu een richtcirkel van de gegeven hyperbool.
Verder kunnen we ook nog de punt@enU spiegelen in de symmetrieas. Dit levert de
puntenRenSop . Nu kunnen we de tweede hyperbooltak tekenen.

symmetrieas

F1 T P M T2 F2
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Gegeven de hyperbool met brandpuiieanF,. PuntM is het midden vah,F,. Lijn kis

raaklijn aan de hyperbool in puAt PuntSis de loodrechte projectie v&n op lijn k.

Te Bew. d(M, § is onafhankelijk van de ligging van pulibp de hyperbool.

Bewijs: Zie de onderstaande figuur.

Aangezien lijnstulE,Sloodrecht staat oASkunnen we purf, spiegelen in lijmAS Dit geeft
het puntV van de richtcirkel met middelpuft en straaF,V.
Nu geldt:

F,S=VS=> ES F\Ww1:2
FFM =FM = FM :F,F =1:2: = AMF SO AFFV(zh3= MS F\*1:2= MSi F
OOMF,S = 0 F E,V(zelfde hoek)

AangezierF,V de straal van de richtcirkel is geldt dus nu dateshgteMS onafhankelijk is
van de plaats van puAtop de hyperbool.

richtcirkel

F1 M F2



